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( !]_ PODSTAWOWA ANALIZA SYGNALOW

Cwiczenie jest poswiecone podstawowym sposobom analizy wlagciwoéci sygnatéw (determi-
nistycznych oraz losowych) w dziedzinie czasu i w dziedzinie czestotliwosci. Z punktu widzenia
problemu identyfikacji systemu umiejetno$é numerycznego sprawdzania wtasciwosci sygnatow
wraz z ich poprawng interpretacja stanowi istotny element projektowania eksperymentu identy-
fikacyjnego oraz umozliwia wykorzystanie klasycznych nieparametrycznych metod identyfikacji
takich, jak analiza korelacyjna i analiza widmowa.

Rozwazaé bedziemy sygnaty zdefiniowane w réznych dziedzinach czasu. Sygnal = okreslony
w ciaglej dziedzinie czasu (sygnal analogowy) oznaczymy symbolem xz(t) dla t € [0; 00). Jego
wersje sprobkowana w czasie oznaczymy symbolem x(n7},) (lub alternatywnie z(ty)), gdzie
T, > 0 jest okresem probkowania, natomiast n = 0,1, ... jest numerem prébki (n € N). Opis w
postaci ciagu czasowego x(n),dlan = 0,1, ..., zaklada albo znormalizowany okres prébkowania
T, = 1 w sygnale x(nT,), albo zaklada pewien domyslny (znany z géry ale niespecyfikowany)
staly interwal czasu T}, miedzy préobkami o numerach 0,1,2,.... Sekwencja {z(n) ivz_ol (lub
{m(nTp)}fj:_Ol) bedzie oznaczaé skonczony uporzadkowany zbiér probek ciagu x(n) (lub sy-
gnatu czasu dyskretnego x(nT),)) wynikajacy ze skoficzonego horyzontu obserwacji/pomiaru
tego ciagu (sygnalu) dla przedzialu numeréw préobki n € [0; N — 1].

Procesem stochastycznym czasu dyskretnego nazywaé bedziemy uporzadkowany ciag
(sekwencje) zmiennych losowych

{X(n)nen = {X(0), X(1), X(2),...} (1)

parametryzowanych czasem dyskretnym n, w ktérym zmienna losowa X (n), dla kazdego usta-
lonego n € {0,1,...}, jest funkcja tzw. zdarzenia elementarnego i przyjmuje wartosci z pew-
nego zbioru (np. ze zbioru R) z pewnym prawdopodobienstwem wynikajacym z rozkladu
prawdopodobienstwa rzadzacego zachowaniem zmiennej X (n). Skonczona sekwencja warto-
sci {zi(n) 102 = {2:(0), 24(1), ..., 2;(N — 1)} reprezentuje pojedyncza i-ta realizacje procesu
stochastycznego (1), odpowiadajaca i-temu zdarzeniu elementarnemu, w skoniczonym interwale
n € [0; N—1] —jest to zbiér konkretnych wartosci przyjetych przez poszczegdlne zmienne losowe
X(n) dlan € [0; N — 1]. Dla naszych celéw bedziemy méwié, ze {z;(n)}2_, jest skoiczong se-
kwencja prébek sygnatu stochastycznego z(n). Przykladem procesu stochastycznego moze
by¢ natezenie hatasu mierzone co godzine kazdej doby w pewnym pomieszczeniu. Wéwczas
N = 24 oraz przykladowo X (5) jest natezeniem halasu w piatej godzinie doby, natomiast
{x9(n)}23, oznacza zbiér dwudziestu czterech wartoéci pomiaréw natezenia hatasu wykona-
nych co godzine w ciagu drugiej doby.

Jezeli wartosci oczekiwane E[X (n)] i wariancje Var[X (n)] wszystkich zmiennych losowych
procesu stochastycznego (1) sa takie same i nie zaleza od chwili czasu n € [0; N — 1], a takze
funkcja autokorelacji E[X (n)X (n — 7)] procesu stochastycznego (1) dla réznych interwaléw
przesuniecia 7 € N nie zalezy od chwili n to méwimy, ze proces stochastyczny (1) jest stacjo-
narny w szerszym sensie (lub dla naszych potrzeb krétko: stacjonarny).

Stacjonarny proces stochastyczny (1) bedziemy nazywaé ergodycznym (wzgledem mo-
mentéw pierwszego i drugiego rzedu) jezeli estymaty wartosci oczekiwanej i funkcji korelacji
zmiennych losowych X (n), n € [0; N — 1], zar6wno liczone po czasie dla pojedynczej i-tej re-
alizacji procesu stochastycznego {z;(n)}2= jak i liczone po zbiorze M realizacji {x;(n)} =
dlai=1,..., M zbiegaja asymptotycznie, tj. dla N — oo i M — o0, z prawdopodobienstwem
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jeden odpowiednio do E[X (n)] oraz E[X (n)X (n — 7)]. Ergodycznosé procesu stochastycznego
bardzo ultatwia praktyczne obliczanie estymat parametréow statystycznych takiego procesu,
poniewaz w praktyce zwykle dysponujemy tylko jedna jego realizacja w postaci skonczonej
sekwencji wartosci sygnatu stochastycznego.

Szumem bialym w dziedzinie czasu dyskretnego n bedziemy nazywaé stacjonarny (w
sensie powyzszej definicji) proces stochastyczny o zerowej wartoéci oczekiwanej, dla ktérego
zmienne losowe ciggu (1) maja skoficzona wariancje i sa statystycznie niezalezne (i tym samym
nieskorelowane ze soba). Niektérzy autorzy przy okre$laniu bialego szumu narzucaja dodat-
kowy wymoég jednakowego rozkladu prawdopodobienstwa dla wszystkich zmiennych losowych
ciagu (1). Sygnal bedacy realizacja szumu bialego (w skrécie nazywany wprost szumem bia-
tym), jest bardzo waznym sygnalem teoretycznym, ktéry ma nastepujace wlasciwoscei:

e w dziedzinie czasu dyskretnego n zmienne losowe odpowiadajace wartosciom e(nq) i
e(ng) realizacji szumu bialego sa nieskorelowane dla dowolnych n; # ng; tym samym
funkcja autokorelacji szumu biatego ma postaé 7., = 026(n), gdzie o2 > 0 jest skonczona
wariancja szumu, a d(n) jest delta Kroneckera,

e gestosé widmowa mocy skonczonej sekwencji prébek {e(n) 711\/:—01 szumu bialego zawiera

niezerowe sktadowe czestotliwosciowe dla wszystkich dyskretnych pulsacji unormowanych
Qr =27k/N, k=0,...,N — 1; skladowe te maja jednakowa amplitude proporcjonalna
do wariancji 2.

Przymiotnik bialy w nazwie szumu jest nawiazaniem do swiatla bialego, ktére jest mieszaning
fal elektromagnetycznych o wszystkich czestotliwosciach z zakresu widzialnego. Szum bialy nie
wystepuje w praktyce, ale mozna wygenerowaé¢ sekwencje prébek sygnaléw (pseudo) stocha-
stycznych o wlasciwodéciach bardzo zblizonych do tych wymienionych powyzej. W Srodowisku
Matlab-Simulink istnieje blok o nazwie Band-Limited White Noise, ktéry umozliwia genera-
cje probek sygnalu imitujacego szum biaty.

W literaturze méwi sie takze o szumie kolorowym czyli takim procesie stochastycznym,
ktorego zmienne losowe w ciagu (1) sa ze soba w pewien sposéb skorelowane, a w dziedzinie
czestotliwosci taki sygnal nie zawiera sktadowych z pewnych zakreséw pulsacji. Szumy kolorowe
sg sygnalami wystepujacymi w praktyce. I tak, szum czerwony jest sygnalem dolnopasmowym
(zawiera gléwnie skladowe niskoczestotliwosciowe), natomiast szum niebieski jest sygnalem
gérnopasmowym (zawiera giownie sktadowe wysokoczestotliwosciowe). Czesto przyjmuje sie,
ze szum kolorowy jest wynikiem liniowej filtracji v(n) = H(q~!)e(n) szumu biatego e(n).

1 Analiza sygnatléw w dziedzinie czasu

Oszacowane wartosci parametréw statystycznych na podstawie N-elementowej préby pomia-
rowej nazywamy estymatami (lub ocenami), a funkcje odwzorowujace zbiér wartosci z proby
N-elementowej w estymate nazywamy estymatorami. Przypomnijmy definicje podstawowych
parametréw statystycznych rozktadu zmiennych losowych tworzacych proces losowy oraz esty-
matorow tych parametrow z proby N-elementowe;j.

— Warto$é oczekiwana (estymator — $rednia arytmetyczna):

A 1 M 1 N-1
m, = E[X(n)], My = i sz(n), m = N Z z(n), (2)
i=1 n=0

gdzie X (n) oznacza zmienna losowa zwiazana z chwila n, m,, jest teoretyczna wartoscia oczeki-
wana tej zmiennej losowej, m, jest estymatorem wartosci oczekiwanej zmiennej losowej X (n)
liczonym po zbiorze jej M realizacji, natomiast m jest estymatorem wartosci oczekiwanej pro-
cesu losowego (1) liczonym po czasie na podstawie pojedynczej realizacji {m(n)}ﬁtl tego
procesu w interwale czasowym od zera do N — 1. Jezeli proces losowy jest ergodyczny, to esty-
matory m, oraz 1m sa asymptotycznie réwnowazne. Parametr m,, okresla wartos¢, wokot ktérej
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skupiaja sie realizacje zmiennej losowej X (n). Wykorzystanie estymatora m do okresowego sy-
gnalu deterministycznego pozwala na obliczenie jego wartosci éredniej za okres.

— Wariancja (estymator — wariancja empiryczna):

A L, 1M ) R = )
o2 2 E[(X(n) — my)?, 62 = i ;[Svi(n) — )%, 6% = I nzzjo[x(”) —ml? (3)

gdzie X (n) oznacza zmienng losowa zwigzang z chwila n, o2 jest teoretyczng wariancja tej
zmiennej losowej, 62 jest estymatorem wariancji zmiennej losowej X (n) liczonym po zbiorze
jej M realizacji natomiast 62 jest estymatorem wariancji procesu losowego (1) liczonym po
czasie na podstawie pojedynczej realizacji {z(n)}=}' tego procesu w interwale czasowym od
zera do N —1. Jezeli proces losowy jest ergodyczny, to estymatory 62 oraz 62 sa asymptotycznie
réwnowazne!. Parametr o2 okreéla rozrzut wartosci, ktére moze przyjmowaé zmienna losowa
X (n) wokot wartosci my,.

— Funkcja autokorelacji i korelacji wzajemnej (estymator funkcji korelacji):

v () 2 E[X ()X (n — 7], Fon(7) = % > alwe(n—1), >0, (4)
A 1 N—1
r2y(7) = E[X(n)Y (n — 7)), Tay(T) = N2 z(n)y(n—r71), T2>=0, (5)

gdzie 7z, 1 7y Sg estymatorami, odpowiednio, funkcji autokorelacji? sygnatu z i korelacji wza-
jemnej sygnaléw z i y liczonymi po czasie na podstawie pojedynczych realizacji {z(n) 7];[:_01 i
{y(n) ﬁLV;Ol procesow w interwale czasowym od zera do N — 1. Warto podkredli¢, ze we wzorze
(5) nalezy opézniaé¢ w czasie (7 > 0) zawsze drugi z sygnaléw wystepujacych w indeksie 7,
(lub inaczej: przyspieszaé pierwszy z sygnalow wystepujacych w indeksie r4,). Jezeli we wzo-
rach (4)-(5) zamiast wartosci prébek sygnaléw x i y wezmiemy do obliczenr wartosci z odjeta
srednig, tj. T = x — My, ¥ = y — m,, wowczas méwimy o funkcjach kowariancji c;., czy-

W ujeciu deterministycznym funkcja r,, stanowi miare podobienstwa danego sygnatu i jego
przesunietej w czasie kopii (lub podobienstwa dwéch réznych sygnalow, gdy mowimy o 74y).
W przypadku sygnatéw deterministycznych funkcja r,, pozwala na badanie powtarzalnosci
(okresowosci) sygnatu x(n). W przypadku sygnaléw losowych funkcje korelacji wyjasniaja w
jaki sposéb analizowane sygnaly sa ze soba skorelowane (zaleza od siebie).

Funkcje korelacji maja nastepujace wlasciwosci:
WL 700(7) = 122(—7), ray(7) =ryz(—7) (wersje dla funkcji o wartosciach ze zbioru R),
W2. Vi |12z (7)| < rgz(T = 0),
W3. 7ee(7 = 0) = 02, 7ee(T # 0) = 0, gdy e reprezentuje szum biaty.

Zauwazmy, ze na podstawie wlasnosci W1 i przy zalozeniu operacji na wartosciach ze zbioru
liczb rzeczywistych mozemy zapisac:

1 N—-1 1 N—-1—-71
Tay(T) = N Z z(n)y(n — 1) = N Z y(n)z(n+ 1) = fyp(—7), 7> 0. (6)
n=t n=0
Funkcje Pny(X1,...,Xn), ktérej argumentami sa zmienne losowe Xi,... Xy, a warto$é
p = Pn(z1,...,2N) jest oszacowaniem (estymata) nieznanej wartosci pewnego prawdziwego
parametru p,, nazywamy estymatorem parametru p,. Skoro estymator Py jest funkcjg zmien-
nych losowych X1,..., Xy, to sam staje si¢ takze zmienng losowa. W efekcie mozemy okreslié¢

zaréwno wartos¢ oczekiwana jak i wariancje samego estymatora Py. Zatem jezeli:

! Aby uzyskaé¢ estymatory nieobcigzone dla o2 nalezy odpowiednie sumy podzielié¢ przez M — 11 N — 1.

W celu ograniczenia obcigzenia estymatora funkcji autokorelacji i korelacji wzajemnej odpowiednie sumy
w (4)-(5) dzieli si¢ przez warto$¢ N — 7 odpowiadajaca liczbie sumowanych prébek zamiast przez liczbe N
wszystkich prébek zawartych w sekwencji danych.
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e VN E[Py] = p, wowczas Py jest nieobcigzony,

plimy_, E[Pn] = po wéwczas Py jest asymptotycznie nieobcigzony,

plimy_, PN = po woOwczas Py jest zgodny,

VN E[Py] = po A Var[Px]| = minp, Var[Py| wéwczas Py jest najefektywniejszy
spoéréd wszystkich mozliwych estymatoréw Py.

Wiasdciwosci estymatora zaleza od postaci funkcji Ppy. Estymator nieobciazony jest korzyst-
niejszy od estymatora tylko asymptotycznie nieobciazonego, poniewaz ten drugi (aby ujawnié
wlasnos$é nieobciazenia) wymaga w praktyce uzycia nieskoniczenie licznej proby pomiarowej.
Obciazenie estymatora oznacza, ze $rednia wartos¢ zwracana przez estymator przy powtarza-
niu procedury estymacji dla wszystkich mozliwych zbiorow danych pomiarowych nie jest réwna
wartosci prawdziwej po, a jest ona odsunieta od p, o pewien niezerowy interwal |b|, przy czym

b2 E[Pn] — po. Estymator zgodny zwraca estymate p, ktora zbliza sie do wartosci p,, gdy jest
wyznaczana dla liczby N pomiaréw zmierzajacej do nieskonczonosci (méwimy o zbieznosci do
wartosci p, z prawdopodobienstwem réwnym jeden lub wg prawdopodobienstwa). Estymator
najefektywniejszy jest z definicji nieobciazony i ma najmniejsza wariancje, co w praktyce ozna-
cza, ze rozrzut estymat p (wokol wartosci oczekiwanej réwnej p,) zwracanych przez estymator
Pn dla réznych zbioréw pomiaréw jest najmniejszy. Najkorzystniejszymi (z punktu wiedzenia
identyfikacji) estymatorami do szacowania wartosci parametru p, sa estymatory najefektyw-
niejsze lub zgodne.

1.1 Poréwnanie szuméw bialego i kolorowego. Stosujac schemat blokowy
NoiseComparison.mdl jakosciowo poréwnaé przebiegi szumu bialego e(n) oraz filtro-
wanego szumu biatego czyli szumu kolorowego v(n) (przyja¢ okres probkowania T, = 1s
oraz horyzont czasowy symulacji N7, = 1000s).

e Poréwnaé przebiegi szumu bialego dla réznych jego wariancji (parametr Noise
Power w bloku generatora szumu Band-Limited White Noise).

e Numerycznie oszacowac warto$é oczekiwang i odchylenie standardowe szumu bia-
tego w kazdym przypadku (do tego celu wykorzysta¢ narzedzie dostepne w menu
okna graficznego: Tools/Data Statistics). Poréwnaé¢ uzyskane wyniki z wartosciami
z generatora szumu.

1.2 Stacjonarno$¢ i ergodyczno$é procesu losowego. Zbior StochasticProcess.mat
zawiera 500 wygenerowanych sekwencji probek {z;(n)}L0% i = 1,2,...,500, realizacji
procesu losowego (szumu biatego o wariancji o2 = 0.1) utozonych wierszowo w macierzy

StochasticProcess, przy czym pierwszy wiersz zawiera chwile czasu dyskretnego.

e Weczytaé zbiér danych z pliku StochasticProcess.mat i wykresli¢ kilka wybra-
nych realizacji procesu losowego w funkcji czasu dyskretnego.

e Obliczy¢ estymaty 1, oraz 2 obliczone po realizacjach oraz estymaty 1 oraz 62

obliczone po czasie dla wszystkich dostepnych realizacji procesu losowego.

e Przedstawi¢ na wspolnym wykresie 7, oraz 7, a na oddzielnym wykresie G2

oraz 62. Wyznaczy¢ wartosci $rednie dla poszczegélnych zbioréw estymat (nalezy
pamigtaé, ze estymaty sa realizacjami zmiennych losowych) i poréwnaé parami
otrzymane wyniki obliczone po realizacjach i po czasie. Czy proces losowy mozna
uwazadé za stacjonarny i ergodyczny w kontekscie analizowanych parametrow?
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1.3 Estymaty funkcji korelacji sygnatléw. Zdefiniujmy sygnaty:

e(nT,) = o - randn(1,N), (7)
x(nT)p) = sin(27 - bnT)), (8)
y(nT,) = sin(27 - 5nT,) + e(n1}), 9)
v(nTp) = H( ") e(nTy), (10)

s Tp
) =

L to

gdzie 02 € {0.64, 1.0} jest wariancja zmiennej losowej (o to odchylenie standardowe)
jest okresem prébkowania (przyjaé: T, = 0.001s oraz N = 2000), natomiast H(g~*
0.1¢g71/(1 — 0.9¢7!) reprezentuje dyskretny filtr dolnoprzepustowy przy czym ¢—
operator przesuniecia wstecz: e(n)g~! = e(n — 1).

Uwaga: Transmitancje H(z) odpowiadajaca operatorowi transmitancyjnemu H (g~ 1)
mozna uzyskac¢ stosujac nastepujaca instrukcje: H = t£([0.1],[1 -0.9],Tp), gdzie Tp
oznacza okres probkowania 7},. OdpowiedZ transmitancji H na wymuszenie e obliczamy
nastepujaco: v = 1sim(H,e,tn), gdzie tn jest wektorem chwil czasu dyskretnego (t, =
nT,, n=0,1,...), dla ktérych t¢ odpowiedz chcemy wyznaczyc¢.

o Wyswietli¢ wykresy wszystkich sygnaléw w dziedzinie czasu dyskretnego.

e Dla wszystkich sygnaléw obliczy¢ wartosci estymatora funkcji autokorelacji (4) dla
T €[0;N —1].

e Korzystajac z wlasnoSci W1 (symetria wzgledem przesuniecia zerowego) dla
wszystkich sygnaléw wykresli¢ (na oddzielnych wykresach) przebieg estymaty
funkcji autokorelacji dla 7 € [—(N — 1); N — 1]. Zinterpretowaé¢ uzyskane wyniki i
sprawdzi¢ wtasnosci W2-W3 funkcji autokorelacji.

e Sprawdzié¢ réznice w przebiegu funkcji autokorelacji przy zastosowaniu estymatora
obciazonego oraz asymptotycznie nieobcigzonego (czynnik 1/(N — 7)).

e Poréwnaé przebieg estymaty funkcji autokorelacji sygnalu v(nT,) z przebiegiem
uzyskanym dla szumu bialego e(nT}).

e Dla pary sygnatéw y(nT)) i (nT),) obliczy¢ i wykresli¢ wartosci estymatora funkcji
korelacji wzajemnej (5) dla 7 € [—(N — 1); N — 1] (skorzysta¢ w wlasnosci W1).

Uwaga. Do obliczen mozna skorzysta¢ z gotowej funkcji Covar(D,tau), ktéra oblicza es-
tymate pojedynczej wartoéci funkceji kowariancji/korelacji® dla wartosci przesuniecia tau (wy-
razonej w liczbie prébek) korzystajac z ciagu N probek sygnaléw zawartych w macierzy D.
Przyktadowo, wywotanie funkcji w postaci Covar ([x y],tau) dla przesuniecia tau > 0 oblicza
wartos¢ 7z, (tau) zgodnie ze wzorem definicyjnym (5), tzn.:

N—
Covar([x yl,tau) = % ; z(n)y(n — tau) (11)

lub alternatywnie

N—1—tau

Covar([y x],-tauw) = % y(n)x(n + tau). (12)

n=0

3Domyslnie wewnatrz funkcji Covar wartosci $rednie sygnaléw z macierzy D nie sa odejmowane, zatem jest
obliczana wartosé¢ funkcji korelacji. Po odkomentowaniu tej operacji w ciele funkcji otrzymamy wartosé funkcji
kowariancji.
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2 Analiza sygnaléw w dziedzinie czestotliwosci

Analiza sygnalu w dziedzinie czestotliwoéci umozliwia sprawdzenie jakie czestotliwosci skla-
dowe niesie ze soba dany sygnal i jaka jest energia poszczegélnych sktadowych czestotliwoscio-
wych. Narzedziem, ktore pozwala na taka analize jest dyskretne przeksztalcenie Fouriera (ang.
Discrete Fourier Transform, DFT). W praktycznych zastosowaniach transformate DFT wyzna-
cza sie na podstawie skoficzonej sekwencji {z(nT), )}n o brobek sygnatu x(t) obserwowanego w
skoficzonym przedziale czasu ciaglego ¢ € [0; (N —1)T),] (skonczony przedzial obserwacji mozna
rozumie¢ jako iloczyn sygnatu z(t) z prostokatnym oknem czasowym o szerokosci réwnej prze-
dzialowi czasu obserwacji). Jezeli sekwencja prébek zawiera catkowita wielokrotnosé okreséw
sprobkowanego sygnatu z(t), tj. sygnatu x(n7},), wéwczas wynik DFT mozna wprost odnie$é
do calego sygnatu z(nT,) oraz do oryginalnego sygnatu z(t) (przy analizie DF'T domy$lnie za-
klada sie, ze analizowany sygnal jest okresowy). Jezeli ten warunek nie jest spelniony, woéwczas
w wyniku obliczen DFT obserwuje sie efekt uboczny zwany wyciekiem widma.

Transformate DFT skonczonej sekwencji probek {x(nT), NV sygnatu losowego lub deter-
ministycznego mozna obliczy¢ wg wzoru?:

P
NG = Z (nT},)e % Qk:ﬁﬂ-k:wkTp, k=0,1,...,N—1,  (13)

gdzie Qy, jest k-ta unormowana pulsacja dyskretna wyrazona w [rad] i nalezaca do przedziatu
[0; 27) dla k zmieniajacego sie od 0 do N — 1 (przypomnijmy, ze fizykalnie interpretowany jest
tylko zakres pulsacji réwny polowie wspomnianego przedzialu wartosci czyli dla Qi € [0;7)), a
wielkosé AQ = 27 /N jest tzw. binem pulsacji okreslajacym rozdzielczo$é czestotliwodciowa
(zatem rozdzielczo$é zalezy wprost od liczby probek N). Wartosci €y dla poszczegblnych
k=0,1,...,N — 1 okreélaja dyskretny zbiér pulsacji {QO,Ql, ..., Qn_1}, dla ktérych beda
obliczone pr@zkl widma analizowanej sekwencji {z(nTp)}"=; (widmo skoficzonej sekwencji pré-
bek sygnalu wyznaczone za pomoca DFT ma charakter dyskretny). Wzér po prawej stronie
(13) pokazuje zalezno$¢ pomiedzy unormowana pulsacja 2 wyrazong w [rad] a standardowa
pulsacja wy wyrazona w [rad/s|. Przeliczenie miedzy obiema pulsacjami jest wyjatkowo pro-
ste: w, = Qi /Tp. Zwréémy uwage, ze zakresowi unormowanej pulsacji [0; ) odpowiada zakres
pulsacji standardowej réwny |0, Tlp)

Obliczone na podstawie wzoru (13) liczby zespolone Xy (j€), dla k =0,1,..., N — 1, po-
siadaja czytelna interpretacje. Mianowicie modul | X (j€)] odpowiada wadze z jakg skladowa
o pulsacji Q, jest zawarta w analizowanej sekwencji {z(nT},)})=) (a takze w samym sygnale

x(nT)), jezeli spelniony jest wspomniany wyzej warunek okresowosci). Wykres | Xy (jwi)| w
funkcji wr nazywamy widmem amplitudowym sekwencji prébek sygnatu. Aby uzyskaé am-
plitudy prazkéw widma réwne amplitudom sktadowych sinusoidalnych oryginalnego sygnatu
x(t) (oraz x(nT)y)) nalezy wzia¢ 2 | Xn(jQ%)| /(NT},); mnozenie przez 2 wynika z interpretowa-
nia widma tylko dla polowy zakresu pulsacji Q, tj. dla zakresu [0;7) mimo, iz transformacja
DFT zwraca wartosci dla pelnego zakresu pulsacji unormowanych € € [0; 27).

O mocy niesionej przez sekwencje prébek {x(nTp)}f:[;Ol rozlozonej na poszczegdlne sktadowe
czestotliwosciowe zawarte w tej sekwencji méwi funkcja ®,,(Q) (przyjmujaca wartosci ze
zbioru liczb rzeczywistych) zwana gesto$cia widmowa mocy sygnatu z(n7},). Dla ustalonego
k, warto$¢ funkcji ®,, (%) jest proporcjonalna do porcji energii niesionej przez skltadowa o
pulsacji Q; w analizowanej sekwencji prébek sygnatu z(nT},).

Dla sygnatu z(nT},) o skoficzonej energii estymator gestosci widmowej mocy mozna wyzna-
czy¢ na podstawie skoniczonej sekwencji probek metoda periodogramowa (bezposrednia):

N-1 2

Z x(nT))e I

n=0

. 3) T,
Bra(O) = P 2

k=0,1,...,N — 1. 14
NT 0)) 9 ( )

4Jest to wzér zgodny z definicja DFT w $rodowisku Matlab dla znormalizowanego okresu prébkowania T, =1.
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Powyzszy estymator zwany jest tez w literaturze periodogramem. W kontekscie periodo-
gramu (14) warto przypomnieé, ze calkowita energie £y niesiona przez sekwencje prébek
sygnalu x(n7T),) mozna okresli¢ zaréwno w dziedzinie czasu jak i w dziedzinie czestotliwosci
zgodnie z twierdzeniem Parsevala:

N—-1 N—-1 N-1
14)

1 9 ( .
En=Tp > *(nTy) = 3 o XU = 3 Paa(), (15)
n=0 k=0 k=0

ktére méwi, ze transformacja DFT zachowuje energie sekwencji prébek sygnatu z(nT),).

Periodogram (14) jest zasadniczo estymatorem o znacznej wariancji (jezeli jest wyznaczany
na podstawie realizacji Zmiennych losowych), ktéra nie maleje wraz ze wzrostem liczby N
prébek w sekwencji {x(nT), )} 0 uzytej do obliczen. Estymatorem gestosci widmowej mocy
o mniejszej wariancji jest estymator wyznaczany metoda korelogramowa (posrednia) w
uzyciem tzw. okna przesunieciowego:

S () =T, Z < Py (T) exp(—jQT), (16)

T=—M.

gdzie w(T) jest oknem przesunieciowym (symetrycznym wzgledem zera) o szerokosci probkowej

réwnej 2M,, + 1, natomiast 7,,(7) jest estymatorem funkcji autokorelacji sygnatu z(nT},). W

literaturze z zakresu przetwarzania sygnaléw podano wiele réznych okien przesunieciowych.

Ponizej podajemy definicje dwoch popularnych okien przesunieciowych — okna prostokatnego
Al 1 dla |7 <M,

= 17

wp(T) {o dla |7| > M, ° (17)

gdzie parametr projektowy M,, € (0; N — 1] okresla szerokos$¢ okna, a takze okna Hanninga

A 05(1+cosqf~) dla |7| < M,y
wH(T)_{ 0 da |r|> M, (18)

Im wezsze jest okno, tym wicksza redukcja wariancji estymatora, ale takze tym wicksza de-
formacja estymaty gestosci widmowej mocy, poniewaz okno wycina potencjalne informacje
zawarte w przebiegu funkcji korelacji poza zakresem okna. Wybér parametru M,, powinien
zatem wynika¢ z kompromisu i do celéw identyfikacji zaleca sie przyjmowaé¢ M,, < N/5.

Okno przesunieciowe w(7) we wzorze (16) okresla wagi dla poszczegélnych wartosci esty-
matora funkeji korelacji. Posta¢ funkcji w(7) okna przesunieciowego pozwala ograniczy¢ wpltyw
najmniej wiarygodnych (tj. tych obliczanych dla duzych przesunieé |7|) wartosci estymatora
funkcji korelacji na wynikowe estymaty gestosci widmowej mocy.

2.1 Gestosci widmowe mocy N-elementowych sekwencji sygnatéw. Wprowadzmy
nastepujace sygnaly (w praktyce — skoniczone sekwencje ich préobek):

xz(nT},) = sin(27 - 5nT}) + 0.5sin(27 - 10nT},) + 0.25sin(27 - 30 nT}), (19)
e(nTp) := o - randn(1,N), (20)
v(nT,) = H(qg™") - e(nT}), (21)

gdzie o2 jest wariancja szumu, nT), jest czasem dyskretnym (wyrazonym w sekundach),
T, = 0.001s jest okresem prébkowania, n = 0,1,..., N — 1 jest numerem prébki, nato-
miast H(g~!) = 0.1¢71/(1—0.9¢7!) reprezentuje dyskretny filtr dolnoprzepustowy przy
czym q~! to operator przesuniecia wstecz: e(n)g ! = e(n — 1).

o Wyswietli¢ wykresy wszystkich sygnaléw w dziedzinie czasu dyskretnego.
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e Dla N = 2000 obliczy¢ i Wykreélié dyskretne widmo amplitudowe | Xy (jwy)| se-
kwencji prébek {x(nT), )}n g sygnatu x(nT},). Do obliczen nalezy wykorzystaé
funkcje ££t () srodowiska Matlab, ktéra realizuje szybkie obliczenia transformaty
DFT dla znormalizowanego okresu prébkowania 7, = 1 (dlatego, aby uzyskaé
wynik ze wzoru (13) warto$ci zwracane przez funkcje £ft() nalezy wymnozyé
przez T)). Przeskalowa¢ moduly | Xy (jwy)| tak, aby uzyskaé zgodnosé wysokosci
prazkéw widma z amplitudami skltadowych sinusoidalnych sygnatu x(nT},). Zinter-
pretowacé uzyskane wyniki.

e Sprawdzi¢ wplyw liczby N € {1000,200,100} prébek sygnatu z(nT),) branych do
obliczen na jakos¢ otrzymywanego widma amplitudowego — wpltyw NN na rozdziel-
czo$¢ czestotliwosciowa wyniku oraz na efekt tzw. wycieku widma (nalezy zwrécié
uwage ile probek miesci sie w okresie sygnalu z(n1})).

e Sprawdzi¢ spelnienie twierdzenia Parsevala (15).

e Przyjmujac N = 2000 obliczyé i wykresli¢ estymate gestosci widmowej mocy se-
kwencji prébek {e(nT), ) 0 ! korzystajac niezaleznie z obu poznanych estymatoréw
(14) i (16). Poréwnaé oraz zinterpretowaé¢ uzyskane wyniki pamietajac, ze sygnat
e(nT),) reprezentuje szum bialy. Sprawdzi¢ jaki wplyw ma warto$¢ wariancji o?
szumu na estymate gestosci widmowej mocy.

e Sprawdzi¢ wplyw szerokosci okna przesunieciowego w(7) na jako$é estymaty ge-
stosci widmowej mocy wyznaczanej metoda korelogramowa ze wzoru (16).

e Przyjmujac N = 2000 obliczyé i wykresli¢ estymate gestosci widmowej mocy se-
kwencji probek {v(nT), )}n o korzystajac niezaleznie z obu poznanych estymato-
réw. Zinterpretowac uzyskane wyniki pamietajac, ze v(nT,) reprezentuje filtrowany
szum bialy (czyli szum kolorowy).



