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C ]- REKURSYWNA METODA LS ESTYMACJI PARAMETRYCZNEJ

Cwiczenie poswiecone jest rekursywnym wersjom metody LS identyfikacji parametrycznej.
Zastosowanie algorytméw rekursywnych: (a) pozwala na ograniczenie objetosci wymaganej
pamieci do skladowania danych, (b) upraszcza obliczenia numeryczne w procesie estymacji
parametrycznej (brak konieczno$ci odwracania macierzy danych pomiarowych), (c¢) umozli-
wia wykorzystanie aktualnego modelu systemu w czasie rzeczywistym (tj. na biezaco), co ma
szczegbdlne znaczenie np. w realizacji algorytméw sterowania adaptacyjnego lub w zastosowa-
niach shuzacych diagnostyce uszkodzen/awarii systemu. Podczas éwiczenia przyjete zostanie
zalozenie o znajomosci struktury identyfikowanego systemu przy nieznajomo$ci wartosci jego
parametréw (model i identyfikacja typu GREY-BOX).

1 Identyfikacja bezposrednia systemu dynamicznego czasu dys-
kretnego metoda RLS

Rekursywny algorytm identyfikacji RLS (Recursive LS) wynika z przeksztalcenia estymatora
wsadowego zdefiniowanego dla danych spréobkowanych. Stanowi on zatem rekursywny odpo-
wiednik wsadowej metody LS i asymptotycznie (tj. dla liczby danych N — oo) charakteryzuje
sig tymi samymi wladciwosciami statystycznymi co oryginalna metoda wsadowa LS.

W dalszej czesci rozwazan zakladamy, ze strukture rzeczywistego systemu dynamicznego
czasu dyskretnego generujgcego dane pomiarowe mozna zapisa¢ w postaci regresyjnej, tzn.:

y(n) = Gola ™, poJu(n) +v*(n) = y(n) = (n)po+u(n), (1)

gdzie v*(n) i v(n) sa zakl6ceniami stochastycznymi (bialymi lub kolorowymi), a p, reprezen-
tuje wektor rzeczywistych parametréw systemu.

Charakterystyczna cechg metod rekursywnych jest iteracyjny sposob realizacji obliczen
estymacji parametréw, gdzie w kazdym kroku iteracji aktualizacja estymat jest wyznaczana
na podstawie biezacej pary pomiaréw wejscia i wyjscia identyfikowanego systemu. Estymata
parametréow p(n) w dyskretnej chwili n-tej jest zatem uaktualniana wedlug nastepujacego
ogoblnego schematu:

p(n) = p(n —1) + k(n)e(n), (2)

gdzie k(n) e(n) jest poprawka, ktéra okresla sie na podstawie nowej pary pomiaréw {y(n),u(n)}.
Wielkoéé e(n) = y(n) — @ (n) p(n — 1) jest biezaca wartocig bledu predykeji (obliczana na
podstawie estymaty parametréw z poprzedniej iteracji), natomiast k(n) € R? jest wektorowym
wzmocnieniem zaleznym od aktualnej macierzy kowariancyjnej. Nalezy zaznaczy¢, ze pomimo
zapisu réwnania aktualizacji (2) w dziedzinie czasu dyskretnego, symbol n moze alternatywnie
oznaczaé po prostu numer iteracji, jezeli obliczenia nie sa wykonywane w czasie rzeczywistym
a raczej jako szeregowe przetwarzanie zbioru danych pomiarowych ZV = {y(n), u(n) 7]1\[;01.

Pelny schemat obliczen rekursywnej metody LS (czyli metody RLS) okreslony w dziedzinie
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czasu dyskretnego n jest nastepujacy:

PP(n) =pB(n—1) + k(n)e(n), (3)
e(n) =V(n) — ¢ (n)p"S(n—1), (4)
k(n) = P (n) p(n), (5)

P —1De(n)e (n)PSn - 1)
L+ ¢ ()PS0 — p(n)

gdzie Y(n) jest biezaca préobka umownego wyjscia (dla modelu (1) mamy Y (n) = y(n)), przy
czym ze wzgledu na ciag przyczynowy obliczenia wykonuje sie w kazdym kroku w kolejnosci
(6)—(5)—(4)—(3). Warto zwré6ci¢ uwage, iz (w odréznieniu od metody wsadowej) réwnanie (3)
definiuje pewien proces obliczeniowy, ktorego wynik poczynajac od warunkéw poczatkowych
p"5(0), P5(0) bedzie ewoluowal w czasie dyskretnym poprzez stany przejéciowe az do stanu
ustalonego (teoretycznie osiaganego dla n — o0). Po zaniknieciu stanéw przejsciowych (w
praktyce przyjmujemy, ze nastapi to w przyblizeniu w czasie skonczonym n — N — 1 dla
dostatecznie duzej wartosci N) estymata pS(N — 1) winna odpowiadaé (przynajmniej w sensie
statystycznym) wartosci etymatora LS metody wsadowe]j uzyskanej dla zbioru N pomiaréw.
Warunki poczatkowe p=S(0) oraz P™S(0) dla rekursji (3)-(6) mozna wybraé na rézne sposoby,

np.:

P"S(n) = PS(n—-1)

e wybor na podstawie wiedzy wstepnej o mozliwym zakresie wartosci parametréw po,
e wybér arbitralny np.: pS(0) := 0, PYS(0) := p - I, gdzie p > 0, a T € R%*% jest
macierza jednostkowa, natomiast d, = dim(p"®).

W interpretacji statystycznej odwrotnos$é macierz PS(0) reprezentuje stopien wiarygodnoéci
jakim obdarzamy poczatkowa estymate p=5(0). Ponadto przy zgodnosci struktury modelu ze

strukturg systemu oraz jezeli zaklécenie v(n) w (1) jest szumem biatym o wariancji o2, wowczas

Cov[p™S] = o2 P, (7)

Zwroémy uwage na wazna wlasciwo$é macierzy kowariancyjnej obliczanej na podstawie row-
nania (6), a mianowicie:

P (n) =370, (8)
co oznacza, ze przy zalozeniu nieustannego pobudzania systemu estymata p'>(n) bedzie dla
n — oo zmierzata do pewnej statej wartosci granicznej ﬁf;gm (zbiezno$¢ wg prawdopodobien-
stwa). Warto$¢ graniczna ﬁ{jrsn bedzie odpowiadata prawdziwym parametrom p,, jezeli spet-
nione beda zalozenia dotyczace bialosci zakl6cenia v(n) w strukturze (1) oraz zgodnosci struk-
tury modelu ze struktura identyfikowanego systemu, a sygnal wejsciowy u(n) bedzie nieustan-
nie pobudzajacy.

1.1 Identyfikacja systemu dynamicznego czasu dyskretnego metoda RLS.

e Plik SystemARMAX .mdl zawiera blok reprezentujacy system dynamiczny czasu dys-
kretnego o nastepujacej strukturze:

booq 2 14 c1q~ !t
_ 200~ un)+ ol e(n), 9)
1+ a10g7" + azq 1+ a10q7" + a20q

Go(g71,po) Ho(q~1,po)

y(n)

gdzie aio,age, b2, 1 €10 reprezentuja rzeczywiste parametry systemu, a e(n) jest
szumem biatym. Model systemu (9) nalezy do rodziny ARMAX o postaci ogdlnej:
Ay(n) = Bu(n) + Ce(n) = y(n) = Gu(n) + He(n), G = B/A, H = C/A.
Jezeli w systemie cj, = 0, wéwczas struktura modelu odpowiadajaca systemowi
(9) redukuje sie rodziny ARX. Dla ¢j, # 0 zaklécenie (1 + c1og7 1 )e(n) jest juz
kolorowe z wszelkimi konsekwencjami tego faktu.
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e Zapisa¢ model systemu (9) w postaci regresji liniowej przyjmujac postaé zaklécenia
v(n) := (14 c10g He(n).

e Zainicjowaé nastepujace zmienne globalne: Tp=0.1, Tend=1000, Td=1500,
ktore oznaczaja (w sekundach), odpowiednio: okres prébkowania, horyzont
czasowy symulacji oraz czas, po ktérym nastapi zmiana wartosci para-
metru by, (tutaj Tend<Td, wiec zmiana nie nastapi wcale — identyfiko-
wany system bedzie mial stale parametry w calym horyzoncie symulacji).
Uwaga: Wszystkie bloki obliczeniowe nalezy synchronizowaé¢ tym samym okre-
sem probkowania Tp, a w ustawieniach symulacji wymusi¢: Type: Fixed-step,
Solver: discrete (no continuous states).

e Zainicjowaé¢ warto$¢ parametru cj, = 0 (utworzy¢ w tym celu zmienna globalna
clo w Srodowisku Matlab) w celu wymuszenia zakl6cenia v(n) = e(n) w réwnaniu
regresji. Przeprowadzi¢ identyfikacje parametryczna toru sterowania systemu (9)
metoda RLS przyjmujac jako wejécie pobudzajace u(n) sygnal prostokatny (syme-
tryczny wzgledem zera) o amplitudzie jednostkowej i czestotliwosci f,, = 0.025 Hz.
Przyjaé zerowy warunek poczatkowy dla estymat.

e Przeanalizowaé przebiegi estymat p-S(n) dla wartoéci p € {10, 1, 0.1} uzywanych
do inicjalizacji macierzy P™5(0).

e Sprawdzi¢ przebieg $ladu macierzy P™5(n) podczas estymacji (funkcja trace()).

e Zaimplementowaé bloki wyznaczajace odpowiedZz modelu symulowanego oraz od-
powiedz predyktora jednokrokowego dla systemu (9) tak, aby oba bloki wykorzy-
stywaly do obliczen aktualne estymaty parametréw. Sprawdzi¢ jakosé identyfikacji
poréwnujac (w czasie rzeczywistym podczas estymacji i przy tym samym pobu-
dzeniu u(n)):

— odpowiedz modelu symulowanego y,,(n) z odpowiedzia niezaklécona y,(n)
systemu (oznaczenie 'yo(n)’ w bloku z pliku SystemARMAX .md1),

— odpowiedz predyktora jednokrokowego ¢y(n|n — 1) z zakl6cona odpowiedzia
y(n) systemu,

— odpowiedz modelu symulowanego y,,(n) z odpowiedzia y(n) systemu.
Ktore w powyzszych poréwnan sygnatéw jest najbardziej miarodajne z punktu

widzenia oceny jakosci identyfikacji? Czy wszystkie powyzsze poréwnania mozna
wykona¢ w praktyce?

e Zainicjowaé warto$¢ parametru ci, = 0.7 w celu wymuszenia zaktécenia koloro-
wego v(n) = (1 + c10¢ H)e(n) w réwnaniu regresji. Ponownie przeprowadzi¢ iden-
tyfikacje parametryczna metoda RLS i przeanalizowaé zbieznoéé estymat p™S(n).

2 Adaptacyjna identyfikacja niestacjonarnego systemu dyna-
micznego czasu dyskretnego

Mozna podaé wiele przykladéw systeméw, ktorych parametry ulegaja zmianie badz w sposéb
gwalttowny (np. co pewien interwal czasowy), badz powolny lecz ustawiczny! (méwi sie wtedy
o tzw. dryfie parametréw); opis regresyjny systemu niestacjonarnego przyjmuje postac:

y(n) = ¢ (n)po(n) +v(n). (10)

'Rozwazamy zmiany wylacznie parametréw zakladajac, ze struktura modelu nie ulega zmianie.
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W przypadku systemu niestacjonarnego algorytmy identyfikacji powinny mie¢ zdolnosé do Sle-
dzenia (w czasie rzeczywistym) zmian wartosci parametréw systemu tak, aby wyznaczany mo-
del byt w danym momencie jak najbardziej aktualny — méwimy w tym przypadku o identyfikacji
adaptacyjnej. Podstawowa metoda RLS rozwazana w poprzednim punkcie nie ma zdolnoéci ad-
aptacyjnych, poniewaz $lad macierzy kowariancyjnej zbiega z uplywem czasu asymptotycznie
do zera i tym samym zdolnoéé¢ do korekty wektora estymat parametréow jest z biegiem czasu

coraz mniejsza.

Aby zagwarantowaé gotowo$¢ algorytmu identyfikacyjnego do Sledzenia zmiennych w czasie
parametréw systemu nalezy zapewnié, by $lad macierzy kowariancyjnej P(n) nie zbiegal do
zera. Wlasciwosé te mozna uzyskaé stosujac jeden z trzech klasycznych mechanizméw:

wprowadzenie do réwnania aktualizacji macierzy P(n) tzw. wspélczynnika zapominania
A € (0;1) (zwykle w celu $§ledzenia parametréw wolnozmiennych); réwnania esty-
macji rekursywnej przyjmuja w tym przypadku nastepujaca postac:

p(n) = p(n —1) + k(n)e(n), (11)

) =y(n) — @' (n)p(n—1), (12)

k(n) = P(n) p(n), (13)
1 P(n—1)p(n)e” (n)P(n— 1)

P(n) = A Pn—1)- A+ @ (n)P(n—1)p(n) ;

powyzsza rekursja nosi nazwe metody RLSj,

poprzez resetowanie macierzy kowariancyjnej w celu $ledzenia gwaltownych zmian
parametrow systemu; resetowanie polega na przypisywaniu do macierzy P zalozonej
macierzy nieujemnie okreslonej, gdy spelniony zostanie odpowiedni warunek resetowania:

R1. resetowanie okresowe (z okresem T > 0)
P(n) := diag{p1,...,pa}, gdy n=~kT, k=1,2,...
R2. resetowanie z warunkiem na warto$¢ btedu predykcji € lub btedu wyjsciowego eog
P(n) = diaglpt, ... pa}s  gdy )] > cmax Tb  Jon(n)] > Emax
R3. resetowanie z warunkiem na wartosé §ladu macierzy kowariancyjnej
P(n) :=diag{p1,...,pa}, gdy  tr(P(n)) < Puin

przy czym p; = 0, T > 0, epax > 0 oraz Ppin > 0 sa parametrami projektowymi;
powyzsze warunki resetowania mozna laczyé (np. stosujac koniunkcje warunkéw) lub
modyfikowaé¢ w zaleznosci od zastosowania i warunkéw identyfikacji systemu,

wykorzystanie koncepcji filtracji Kalmana w celu §ledzenia ustawicznych zmian pa-
rametréw p,(n) o charakterze tzw. blgdzenia losowego, ktére wynika z rozwiazania
nastepujacego réwnania réznicowego

Po(n) =po(n —1) +w(n — 1), Covjw(n)] =V, = diag{vie, .-, Vdo}, (15)

gdzie w(n) jest wektorem (niemierzalnych) nieskorelowanych zaburzen losowych o jedna-
kowym rozktadzie normalnym i diagonalnej macierzy kowariancji V,; w takim przypadku
réwnania rekursywnej estymacji parametréw przyjmujg postac:
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gdzie dobierana do$wiadczalnie macierz V* := diag{¥],...,v;}, vi > 0,4 =1,...,d
posiada niezerowe elementy na tych pozycjach diagonali, ktére odpowiadaja zmiennym
w czasie parametrom modelu. Macierz V* jest oszacowaniem ilorazu V, /o2, gdzie o2
reprezentuje wariancje biatego zaklécenia v(n) = e(n) z réwnania systemu (10) (w ujeciu

Kalmana jest to jednoczes$nie réwnanie wyjscia stowarzyszone z réwnaniem stanu (15)).

Koszt wprowadzenia jakiegokolwiek z powyzszych mechanizméw jest zwykle zwigzany ze zwiek-
szong fluktuacja estymat parametréw podczas procesu estymacji. Zatem stopien modyfika-
cji wprowadzany przez powyzsze mechanizmy (wynikajacy z doboru wartosci parametréw A,
v, piy T, €max, Pmin) Powinien wynikaé¢ z kompromisu miedzy zdolnoécia estymatora do Sledze-
nia zmian parametréw systemu a poziomem fluktuacji estymat parametréow.

2.1 Adaptacyjna identyfikacja systemu dynamicznego czasu dyskretnego.

e Dostosowaé schemat obliczen z punktu 1 poprzez zainicjowanie parametréw
Tend = 1500, Td =500 — skokowa zmiana warto$ci parametru by, systemu (10) na-
stapi dla chwilach ¢; = n17T}, = 500s oraz to = nsT, = 1000s;

e Przyjaé parametr ¢;, = 0 (zakladamy zaklécanie szumem bialym w réwnaniu
regresyjnym).

e Stosujac metode RLS) wg wzoréw (11)-(14) przeprowadzi¢ identyfikacje para-
metryczng toru sterowania systemu (10) przyjmujac wspélczynnik zapominania
A z zakresu [0.98;0.999]. Szczegdlna uwage zwrécié na zdolno$é estymatora do
Sledzenia zmian parametru beo(n) systemu (zmiane wartodci beo(n) mozna ob-
serwowal wyswietlajac wyjscie ’b20’ bloku identyfikowanego systemu w pliku
SystemARMAX .md1). Sprawdzi¢ przebieg $ladu macierzy kowariancyjnej P(n) pod-
czas identyfikacji.

e Sprawdzi¢ wplyw wartoéci wspélezynnika A € (0;1) na jako$é identyfikacji i fluk-
tuacje estymat parametrow.

e Przeanalizowaé jako$¢ identyfikacji adaptacyjnej stosujac mechanizm resetowania
macierzy kowariancyjnej P(n) — zastosowa¢ polaczone kryteria R2 do R3, tj.:

IF [|50E‘ > 5max] A [tl“(P) < Pmin] THEN P := diag{pl, cee 7pd}

Sprawdzi¢ wptyw wartosci parametrow p; na jako$é identyfikacji i fluktuacje esty-
mat parametrow dla:

P :=diag{10,10,10}, P :=diag{0,0,10}, P :=diag{0,0,1}.

e Wymusié¢ bladzenie losowe dla parametru bg,(n) (przelaczyé zrédlo zmian para-
metru wewnatrz systemu ARMAX). Stosujac metode filtracji Kalmana przeprowa-
dzi¢ identyfikacje parametryczna toru sterowania systemu (10) z wykorzystaniem
aktualizacji (16)-(20) przyjmujac:

V* = diag{1,1,1} - 107%, V* :=diag{0,0,0.001}, V* := diag{0,0,0.01}.

Zwrécié uwage na zdolnosé estymatora do $ledzenia parametru by, (n) systemu oraz
na zbiezno$¢ i poziom fluktuacji estymat wszystkich parametréw.
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3 Identyfikacja bezposrednia systemu dynamicznego czasu cig-
glego metodg RLS

Bezposrednia rekursywna identyfikacja systemu czasu ciagltego

BO(Sa pO)
A0(87 pO)

gdzie [v(t)] = Ho(s)[e(t)] reprezentuje (jako filtrowany szum bialy) zaklécenie stochastyczne o
nieznanej charakterystyce, wymaga zapisu modelu systemu

[y(®)] = Go(s, po)[u(t)] + [v(t)] = [u(®)] + [v(®)], (21)

[y(®)] = G(s,p)[u(®)] + [v(t)] = [u(®)] + [v(®)], (22)

przy czym A(s,p) = 8" +ays" ! + ... + a,, oraz B(s,p) = bps™ + b1s™ L+ ...+ by,. Po
zastosowaniu filtracji SVF réwnanie (22) mozna przepisa¢ w postaci regresyjnej:

yr O (nTy) = [~y Ty o —yr(nTy) wE (0Ty) . up(nTy)] p + Ep(nTy),  (23)
y(nTp) ‘PT (nTp)

przy czym Ep(nTp,) jest filtrowanym zaki6ceniem [€p(t)] = A(s, p)[v(t)] w réwnaniu regresii,
np i ng > np sa stopniami wielomianéw B(s, p) i A(s, p) modelu, natomiast indeks "F’ oznacza
sygnaly filtrowane

W oTy) = £ (RO, xelnud (24)
filtrami SVF }
Fiyp(s) = m, n=mng, 1Ip>0. (25)

Przy odpowiednio dobranej wartosci statej czasowej Tr filtry SVF moga jednoczesnie petnié
role filtréw antyaliasingowych. Nalezy zauwazy¢, ze przy powyzszym zapisie réwnan (24) fil-
tracja SVF odbywa sie w klasyczny sposob, tj. PRZED prébkowaniem sygnatéw branych do
regresji liniowej (23).

Po sprobkowaniu sygnaléw filtrowanych mozna wprost wykorzystaé¢ réwnania (3)-(6) re-
kursywnej metody LS lub jednej z jej wersji adaptacyjnych, zastepujac w réwnaniu (4) pomiar
wyjscia y(n) wartoscig umownego wyjscia Y(nT),) zdefiniowanego w (23).

3.1 Bezpos$rednia identyfikacja systemu czasu cigglego metoda RLS.

e Plik SystemSISOC.mdl zawiera blok identyfikowanego systemu czasu ciagtego re-
prezentowanego réwnaniem (21), o ktérym wiadomo, ze n, = 2 i np = 0 (wiedza
wstepna o strukturze transmitancji G,). Zaklada sie, ze pomiarowo dostepne sa
sygnaly u(t) oraz y(t), przy czym sygnal y(t) zawiera zaklécenie stochastyczne.

e W przestrzeni roboczej srodowiska Matlab zainicjowa¢ nastepujace parametry:
Tp=0.05s oraz sigma2e=0.01. Do celow pobudzania identyfikowanego sys-
temu wybraé¢ sygnal prostokatny (symetryczny wzgledem zera — blok Signal
Generator) o jednostkowej amplitudzie i czestotliwosei f,, = 0.04 Hz.

e W srodowisku Simulink przygotowaé¢ schemat blokowy eksperymentu identyfika-
cyjnego z odpowiednimi filtrami SVF minimalnego rzedu (nalezy uzyé blokéw
transmitancji operatora Laplace’a s, aby uzyskaé analogowa wersje filtracji).
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e Czas symulacji dobraé tak, aby horyzont symulacji obejmowat N = 20000 prébek.
Przyjac staly czasows filtrow SVF: Tk = 81,. W ustawieniach symulacji wymusic¢:
Max stepsize=0.01, Solver: ode45 (Dormand-Prince), Type: Variable-step.

e Stosujac metode RLS przeprowadzi¢ w czasie rzeczywistym rekursywng identy-
fikacje parametryczng toru sterowania systemu z pliku SystemSISOC.mdl. Ob-
serwowaé przebieg estymat f)LS(nTp) przy jednoczesnym wys$wietlaniu wartosci

numerycznych estymat w bloku Display.

e Na wspdlnym wykresie poréwnaé przebiegi sygnaléw: y(t), yo(t) oraz y,(t), gdzie
Yo(t) jest niezaklécona odpowiedzia systemu (w praktyce niedostepna), natomiast
Ym(t) jest odpowiedzia modelu symulowanego na pobudzenie u(t).

e Sprawdzi¢ wplyw stalej czasowej filtrow Tp € {8T),,407},,4007,} na jakos¢ iden-
tyfikacji i stan przejSciowy estymat parametréow.



